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摘要　　提出了一种高阶双线性相位匹配变换算法 , 可实现对任意阶次多项式相位信号(PPS)瞬时

频率变化率(IFR)的估计.从理论上分析了该算法的统计特性 , 计算机仿真结果表明:当输入信噪

比超过 2 dB时 , 仿真结果(IFR估值的均方误差)非常接近理论值 , 并逐渐接近其 Cramer-Rao 下

限.
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　　多项式相位信号(polynomial phase signal ,

PPS)是自然界中一种常见的信号 , 被广泛地应用

在雷达 、 声纳以及生物工程等领域.对于 PPS的

分析与处理一直是信号处理领域的重要研究内容 ,

其中 , PPS 的参数估计问题是所有研究内容中最

为重要 、 最为基本的 , 也是迄今为止尚未完全解

决的.对此 , 人们做了大量工作 , 主要可从以下

几个方面来说明:(i)各种基于最大似然(maxi-

mum likelihood , M L)估计的算法.这些算法可归

结为多变量的最优化问题 , 其对 PPS参数的估计

精度取决于搜索过程中所采用的步长大小 , 计算

量非常大
[ 1 , 2]
, 一般情况下很难承受;(ii)基于时

频分析的算法.其中 , 最为主要的是基于 Cohen

类时频分布的方法 , 首先计算出信号的时间 ———

频率二维联合分布 , 进而通过计算不同时间采样

点所对应的频率值获得 PPS的参数估计
[ 3]
.该方

法对于高阶(阶次大于 2)的 PPS , 会产生自交叉项

的影响 , 不利于参数估计;(iii)基于高阶模糊度

函数的方法.此类方法是基于离散 Fourier变换从

PPS中估计正弦型信号频率的方法.当信号相位

阶次较高且信号分量数目较多时 , 由于交叉项干

扰的存在 , 该方法有可能失效 , 同时该方法存在

较大的误差传递效应[ 4 , 5] .

文献[ 6]对于 PPS 的参数估计问题 , 首先提出

了 PPS 信号瞬时频率变化率(instantaneous f re-

quency rate , IFR)的概念.同时 , 针对三次相位

(立方调频)信号的特殊情形 , 提出采用双线性相位

匹配变换来估计 IFR的方法 , 然后通过计算不同时

刻的 IFR值 , 进而得到三阶 PPS 的参数估计[ 7 , 8] .

文献[ 9]将以上方法推广到五阶 PPS , 而且是通过

二维搜索来实现的 , 计算量非常大.同时 , PPS 的

最高相位阶次每增加二次 , 就增加一维搜索 , 致使

计算量急剧增加 , 不利于具体应用.

为此 , 本文提出了一种估计任意阶次多项式相

位信号(PPS)瞬时频率变化率(IFR)的方法.该方

法基于文中提出的高阶双线性相位匹配变换(high

o rder bilinear matched-phase t ransform , HPT)原

理 , 在估计信号的 IFR时 , 只需进行一维搜索 , 计

算量小;同时文中采用一阶扰动分析原理
[ 10]
详细推

导了该方法的统计特性 , 计算机仿真结果验证了理

论推导的正确性.
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1　基于 HPT的 IFR估计方法

考虑如下形式的多项式相位信号

z(n)=b0e
j (n)
, -N -1

2
≤n ≤ N -1

2
(1)

其中 (n)为信号相位 , 具有如下形式

 (n)=∑
P

P=0
apn

P
(2)

　　这里 P 为多项式相位信号 z(n)的阶数(取 P ≥

2), b0 , aP
P
P=0 为待估计参数 , N 为信号长度

(奇数), 采样率取为 1.文献[ 6]定义 z(n)的 IFR

为相位 (n)的二阶导数 , 即

IFR(n)=
d2 (n)

dn2 (3)

　　因此 , 对于如(1)和(2)式所示的 P 阶 PPS , 其

IFR为一 P -2 阶 PPS , 即

IFR(n)=∑
P

P=2
P P -1 aPn

P-2
(4)

　　此时 , 分别计算 P -1 个不同 n 值(n1 ～ nP-1)

所对应的 I FR(n)值(I FR n1 ～ I FR nP-1 ), 即

可得到参数 ap p=2 , 3 , …, P 的估计 , 而参数

a1 , a0 和 b0的估计可通过对原信号 z(n)解调频来

实现[ 7] .以上即为基于 PPS 信号的 IFR来估计其参

数的基本原理.

下面 , 本文按照(1)和(2)式所示的 P 阶 PPS

(在许多应用场合 , PPS 信号的相位阶数 P 是未知

的 , 其确定方法可参阅文献[ 11] .因此 , 在本文以

后的讨论中 , 均假设 P 已知)模型 , 提出基于 HPT

的 IFR估计方法.首先 , 有如下定义

定义 1　P 阶多项式相位信号 z(n)的 HPT 定

义为下式

HPT n , Ψ = ∑
(N-1)/ 2

m=0
K n ,m e

-jA
0
Ψm2

(5)

　　下面 , 对(5)式做如下 4点说明:

(1)K n , m 为 HPT 的核函数 , 具有如下形

式

K n , m =∏
I

i=1

z n +cim z n -cim ＊u
i (6)

其中对于 P 阶 PPS , 当 P 为偶数时 , I=P -1;当

P为奇数时 , I =P -2 , 即 I 为奇数.ci(i =1 ,

2 , …, I)为待定系数(ci ≠ck , i≠k , 同时 ci 为实

数).{·}＊ui的含义为:当 ui =1 时 , 对 · 取复

共轭;当 ui =0时 , 对 · 不取复共轭.

(2)A0 为一常数 , 它与系数 ci(i=1 , 2 , … ,

I)具有如下关系

A0 = ∑
I

i=1
c

2
i f ui (7)

其中 f ui 为一二值函数 , 定义为

f u i =
1 u i =0

-1 u i =1
(8)

　　(3)当系数 ci i=1 , 2 , …, I 满足如下条件

时

∑
I

i=1

c
2l+2
i f ui =0 , l =1 , 2 , … , I -1 /2 (9)

　　对于(1)和(2)式所示的 P 阶 PPS 模型 , 其

HPT n , Ψ具有如下形式

HPT n , Ψ =b
2I
0 e2j (n)∑

I

i=1

f(u
i
)

∑
(N-1)/2

m=0

ejA
0
m2 IFR(n)-Ψ

(10)

　　由上式可见 , 通过对 HPT n , Ψ进行一维峰

值搜索 , 即可获得 IFR的估计

I FR(n)= arg max
Ψ

HPT n , Ψ (11)

(4), (7)和(9)式的来源(理论依据)为:将(1)

和(2)式所示的 P 阶PPS模型代入到(5)式中 , 并结

合(6)式 , 可以得到

z n+cim z n -cim =b
2
0ej[  (n+c

i
m)+ (n-c

i
m)]

(12)
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　　分别对 n+cim 和 n-cim 在 n 处做 Tay-

lor 级数展开 , (12)式可以写为

z(n+cim)z(n -cim)=

b
2
0e

j 2 (n)+2∑
I

k =1

1
(2k)!

 (2k)(n)(c
i
m)2k

(13)

　　在上式中 ,  (s)(n)是 (n)的 s阶导数.当 s=2

时 ,  (2)(n)即为信号 z(n)的 IFR.将(13)式代入到

(6)式中 , 可以得到 m
2k
的系数 dk(k =1 , 2 , …,

(I+1)/2)的表达式为

dk =
2

2k !∑
I

i=1
 
(2k)
(n)c

2k
i f(ui) (14)

　　因此 , 令 d1 =A0 (2)(n), 且 d2 =d3 =…=

d I+1
2 =0 , 即可得到信号 IFR的估计.此即为(7)和

(9)式的理论依据 , 同时也可以得到(10)式.

下面 , 分别以 P =5 和 P =6 为例 , 给出其

HPT (n , Ψ)中的系数 ci i=1 , 2 , … , I 与常

数 A0 的数值结果:

(1)P =5 , 此时 I =3 , c1 =0.7746 , c2 =

0.8944 , c3=1 , A0=0.4 , u1 =0 , u2 =0 , u3 =1;

(2)P =6 , 此时 I =5 , c1 =0.7 , c2 =0.8 ,

c3 =0.6 , c4=0.7648 , c5 =0.4553 , A0 =-0.1324 ,

u1=0 , u2 =1 , u3=1 , u4=0 , u5=1.

注 1　由于系数 ci i=1 , 2 , …, I 均为小数 ,

因此在计算 HPT n , Ψ时 , 类似多项式 Wigner-

Ville分布 , 需对原始数据进行插值处理以获得非整

数采样点处的数据值.本文采用 sinc函数插值.

2　统计特性分析

本节研究在加性 Gauss 白噪声影响下 , 基于

HPT 来估计 IFR 方法的统计特性 , 这里采用一阶

扰动分析技术.首先考虑加性噪声中的离散信号

s(n)=z(n)+v(n), -
N -1

2
≤n ≤

N -1
2

(15)

其中 v(n)为加性 Gauss白噪声 , 均值为零 , 方差为

σ
2
.z(n)为 P 阶 PPS , 如(1)和(2)式所示.在计算

信号 s(n)的 IFR时 , 为方便计 , 这里只计算 n=0

处的 IFR值.此时 , 对于无噪信号 z(n), 其 HPT

为

HPT n , Ψ n=0 =HPT Ψ=

∑
(N-1)/2

m=0
∏
I

i=1

z(cim)z -cim
＊u

i e
-jA

0
Ψm2

(16)

　　由 IFR的定义可知 , 上式在 Ψ=2a2 处达到最大

值.但在噪声的影响下 , HPT Ψ最大值的位置随

机地飘移到 Ψ=2a2 +δΨ处 , 相应引起的 HPT Ψ的

偏移量为

δHPT Ψ = ∑
(N-1)/ 2

m=0
szv m e-jA0 Ψm

2

(17)

其中

szv m =∏
I

i=1

s cim s -cim
＊u

i -

∏
I

i=1

z cim z -cim
＊u

i

(18)

此时 , 由一阶扰动分析原理 , 有

E δΨ
2
=

E α2

β2
(19)

这里

α=2Re HPT 2a2
 δHP T

＊ 2a2

 Ψ
+

 HPT 2a2

 Ψ
δHPT

＊ 2a2

(20)

β =2Re HPT(2a2) 
2
HPT

＊
(2a2)

 Ψ2
+

 HPT 2a2

 Ψ
 HP T

＊ 2a2

 Ψ

(21)

其中 , E · 表示求数学期望算子 , Re · 为取实

部算子.

由(19)—(21)式 , 可以得到如下结果:

HPT 2a2 ≈b
2I
0 ejφ(n) N

2
(22)

 HPT 2a2

 Ψ
≈-jA0b

2 I
0 e

jφ(n)N
3

24
(23)
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2
HP T 2a2

 Ψ2 ≈-A
2
0b

2I
0 e

jφ(n) N
5

160
(24)

δHPT 2a2 = ∑
(N-1)/2

m=0
szv m e-jA

0
2a

2
m

2

(25)

 δHPT 2a2

 Ψ
=-jA0 ∑

(N-1)/ 2

m=0

m
2
szv m e-jA

0
2a

2
m2

(26)

其中 , φ(n)=2 (n)∑
I

i=1

f ui .因此 ,有

α≈-b
2I
0 A0

N
2
×Im e

j (n)

∑
(N-1)/2

m=0

2m2 -N
2

6

s
＊
zv m ejA

0
2a

2
m

2

(27)

β ≈-A
2
0b

4 I
0 N

6

360
(28)

其中 Im · 为取虚部算子.将(27)和(28)式代入

到(19)式中 , 并结合噪声的性质 , 可以得到随机变

量δΨ的统计特性

E δΨ
2
≈ 129600

b
4 I
0 A

2
0 N

10V (29)

其中

V =
b

4 I
0 N

5

720
1 + 1

SNR

2I

-
2I +SNR

SNR
+

b
4 I
0

2SNR ∑
(N-1)/2

m
1
=0
∑

(N-1)/ 2

m
2
=0

m
2
1 -N

2

12
m

2
2 -N

2

12
·

∑
I

i=1
∑
I

k =1
-1 (ui+uk)sinc ckm2 -cim 1 +

-1 (u
i
+u

k
)sinc ckm 2 +cim 1 +

-1
(u

i
+u

k
)
sinc -ckm 2 -cim 1 +

-1 (u
i
+u

k
)sinc -ckm 2 +cim 1 (30)

　　注 2　上式的获得考虑了插值因素的影响(本文

采用 sinc函数插值).其中 S NR 为输入信噪比 , 定

义为 S NR =
b

2
0

σ2
.综合(29)和(30)式 , 可以得到

E δΨ
2
∝N

-5
, 即 IFR 估计的均方误差与相应的

C ramer-Rao 下限[ 12] 关于 N 的收敛性具有相同的数

量级.

3　仿真实验

下面通过计算机仿真实验来说明本文方法的实

际效果 , 并验证算法统计特性理论推导的正确性.

整个实验分两部分:

实验 1　分别以 5阶 PPS 和 6阶 PPS 为例 , 计

算其 IFR分布图.信号的样本长度取为 255 , 采样

率取为 1.各参数值如下:(i)P=5 , b0=8 , a0=

0 , a1=0.2π, a2=4π×10-4 , a3=-2.79π×10-5 ,

a4=0 , a5 =9π×10-10;(ii)P =6 , b0 =1 , a0 =1 ,

a1=π
8
, a2 =5 ×10-3 , a3 =1 ×10-5 , a4 =5 ×

10-8 , a5=4.5×10-10 , a6=1×10-13.

注 3　为避免由于信号频谱变换的循环特性而产

生的模糊现象 , 这里假定信号分量参数满足条件
[ 8]

ai ≤ π

i !
N
2

i-1 , i =1 ,2 , … ,P (31)

其中 N为信号长度 , 这里 N=255.

图 1(a)和(b)分别为这两个多项式相位信号的

IFR二维分布图 , 其中系数 ci i=1 , 2 , …, I 与

常数 A0 的数值选取已在本文第 2节中给出.可见 ,

采用文中所提出的基于 HPT 的 IFR 估计方法对

PPS来说是有效的 , 图 1 清楚地反映了这两个信号

的 IFR随时间的变化情况(对原信号做 5倍 sinc函

数插值).

图 1　仿真信号 IFR二维分布图

(a)5阶 PPS;(b)6阶 PPS

实验 2　本实验的目的是为了验证文中第 3节

统计特性理论推导的正确性.为方便计 , 这里以一

4阶 PPS为例 , 信号的样本长度取为 255 , 采样率
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取为 1 , 各参数值为:b0 =1 , a0=1 , a1=
π
8
, a2 =

5×10-3 , a3=1×10-5 , a4=5×10-8.计算 IFR时

选取的系数为:c1 =0.7746 , c2 =0.8944 , c3 =1 ,

A0 =0.4 , u1 =0 , u2 =0 , u3 =1.噪声为零均值

Gauss白噪声.改变输入信噪比从-4到 11 dB , 以

1dB为步长 , M onte-Carlo 实验次数为 100.图 2给

出了 IFR估值均方误差(mean square erro r , M SE)

的理论分析与仿真结果的比较 , 其中 , 圆点为仿真

结果 , 点划线为理论推导结果 , 实线为 C rame r-Rao

下限.可见 , 在信噪比较高时(≥2 dB), 仿真结果

与理论结果非常接近 , 且逐渐接近 C rame r-Rao 下

限;而随着信噪比的降低 , 仿真结果与理论结果之

间的误差增大 , 这是因为分析过程中的近似条件不

再成立而造成的.

图 2　IFR估计方差的理论分析与仿真结果比较

4　结论

通过文中定义的高阶双线性相位匹配变换算

法 , 可实现对任意阶次多项式相位信号瞬时频率变

化率的估计.该方法实现起来简单 , 且具有很好的

估计性能 , 为多项式相位信号的参数估计提供了一

个新的思路 , 具有较好的应用前景与价值.
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